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Непрерывная случайная величина 
 

Таким величинам, как размеры физических тел, температура, давление и 

другие, неестественно приписывать дискретное множество возможных значений. 

Естественно считать, что они могут принимать всевозможные значения в 

определённом интервале. 

Ранее мы уже давали определение непрерывной случайной величины, из 

которого следует, что она может принимать любые значения из некоторого 

конечного или бесконечного интервала. 

Функция f(x), определённая на множестве Х, называется непрерывной в 

точке х, если: 

 точка х принадлежит области определения функции f(x); 

 при стремлении к нулю приращения аргумента Δx приращение функции Δf 

также стремится к нулю: 
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Иначе говоря, функция называется непрерывной, если бесконечно малому 

приращению аргумента соответствует бесконечно малое приращение функции. 

Функция называется непрерывной на интервале, если условие 

непрерывности выполняется в каждой точке этого интервала. 

 

Функция распределения 

В отличие от дискретной, для непрерывной случайной величины невозможно 

перечислить (определить) все её значения и соответствующие им вероятности 

даже на интервале (0; 1). Её можно, таким образом, сравнивать уже не со 

множеством натуральных, как дискретную случайную величину, а со множеством 

действительных чисел, которые целиком заполняют некоторый конечный или 

бесконечный интервал. 



В дальнейшем будем полагать, что при каждом испытании непрерывная 

случайная величина Х может принять одно и только одно значение из некоторого 

конечного или бесконечного интервала (a; b). 

Для характеристики непрерывной случайной величины практически 

невозможно пользоваться вероятностью в том смысле, который мы вкладывали в 

это понятие при определении дискретной случайной величины, то есть 

вероятностью того, что случайная величина Х примет конкретное значение Х=х. 

Поэтому, в данном случае, вероятность определяется как вероятность того, что 

случайная величина Х примет значение меньше некоторого х, то есть 

вероятностью события (Х<х). 

Графически это можно представить таким образом: 
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Рис. 1 
 

Непрерывную случайную величину характеризует функция распределения. 

Функцией распределения случайной величины Х называется функция F(х) в 

точке х, равная вероятности того, что случайная величина Х приняла своё 
значение, меньшее x: 

F(x)=Р(Х<х), (1) 

то есть что наблюдаемое значение принадлежит интервалу (-∞; х). 

Областью определения F(х) в зависимости от значения х может быть вся 

действительная ось (-∞<x<+∞). (Иногда равенство (1) называют интегральным 

законом, или интегральной функцией распределения). 

Если значения случайной величины Х рассматривать как точки на числовой 

оси ОX, то равенство F(х)=Р(Х<х) можно истолковать как оценку вероятности 

события, заключающегося в том, что в результате опыта значение Х=хi на 

числовой оси будет лежать левее некоторого х (рис. 2.) 
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Рис. 2 

На основании определения (1) можно сказать, что, если возможные значения 

непрерывной случайной величины расположены на всей числовой оси, то 

справедливы следующие предельные соотношения: 
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Как и всякий закон распределения, функция распределения полностью 

характеризует случайную величину с вероятностной точки зрения. 

 



Свойства функции распределения 

1. 0≤F(x)≤1 – это свойство следует из вероятностного смысла функции 

распределения, так как 0≤P(X<x)≤1. 

2. F(х) – неубывающая функция аргумента х, то есть, если х1<х2, то 

F(х1)≤F(х2). 

Доказательство. Если х1<х2, то из определения следует, что событие Х<х2 

является суммой двух несовместных событий: Х<х1 и х1≤Х<х2. Тогда, на 

основании теоремы сложения вероятностей несовместных событий, имеем: 

Р(Х<х2)=Р(Х<х1)+Р(х1≤Х<х2). 

Откуда: 

Р(х1≤Х<х2)=Р(Х<х2)–Р(Х<х1)=F(х2)–F(х1). 

Но, поскольку вероятность события – величина неотрицательная, то из 

Р(х1≤Х<х2)≥0 следует, что F(х2)≥F(х1). 

Следствие 1. Если все возможные значения случайной величины Х 

принадлежат интервалу (а; b), то: 

F(х)=0, если х≤а, 

F(х)=1, если х>b. 

Доказательство. Действительно, согласно условию, так как все значения 

случайной величины принадлежат интервалу (а; b), то событие, заключающееся в 

том, что случайная величина Х примет свои значения из интервала 

(-∞; х) при х≤а, является невозможным и F(х)=Р(Х<х)=0. 

Событие же, заключающееся в том, что случайная величина примет свои 

значения из интервала (-∞; х) при х≥b, – достоверно и F(х)=Р(Х<х)=1. 

Следствие 2. Вероятность попадания случайной величины Х в полуинтервал 

[а; b) равна разности значений функции распределения на правом и левом концах 

интервала (а; b): 

Р(а≤Х<b)=F(b)–F(a), (2) 

то есть вероятность того, что случайная величина примет свои значения из 

полуинтервала [а; b), равна приращению функции распределения на этом 

интервале (принято левый конец интервала включать в промежуток). 

Доказательство. Пусть событие А заключается в попадании значений 

величины Х в интервал (-∞; а), то есть Х(-∞; а); событие В состоит в том, что Х
(-∞; b), а событие С в том, что Х[а; b). Тогда, на основании определения и 

теоремы сложения двух несовместных событий, имеем: 

В=А+С 

и, так как эти события несовместны, 

Р(В)=Р(А)+Р(С), 

или 

Р(С)=Р(В)–Р(А). 
 

Тогда из определения (формула (48)) и свойства 2 следует, что: 

Р(С)=Р(а≤Х<b)=Р(В)–Р(А)=F(b)–F(а). 

 

Следствие 3. Вероятность того, что непрерывная случайная величина Х 

примет заранее указанное значение m, равна нулю. 



Доказательство: На основании следствия 2 и формулы (2) вероятность 

попадания непрерывной случайной величины в полуинтервал [m; х): 

Р(m≤Х<х)=F(х)–F(m). 

Предположим, что точка х на числовой оси стремится к m, то есть х→m. 

Тогда в силу того, что точка х будет сколь угодно близко подходить к точке m, 

полуинтервал [m; х) будет стремиться принять размеры точки, то есть в пределе 

будет содержать одну-единственную точку m. 

Следовательно, из условия х→m и непрерывности функции распределения 

получим: 
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и, переходя к пределу для вероятности: 
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Следствие 4. Для непрерывной случайной величины Х справедливы 

равенства: 

Р(а≤Х≤b)=F(b)–F(а), 
 

Р(а<Х<b)=F(b)–F(а), (3) 
 

где F(х)=Р(Х<х) – её функция распределения. 

Доказательство. На основании следствий 2, 3 и формулы (1) имеем: 
 

Р(а≤Х≤b)=Р(а≤Х<b)+Р(Х=b)=[F(b)–F(а)]+0=F(b)–F(а). 
 

Второе равенство доказывается аналогично. 

 

Плотность распределения непрерывной случайной величины 

Пусть непрерывная случайная величина Х имеет функцию распределения 

F(x), непрерывную и дифференцируемую во всей области значений, принимаемых 

случайной величиной. Тогда вероятность попадания значений случайной 

величины Х в интервал (x; x+Δx) (на основании следствия 4 из определения 

функции распределения случайной величины): 

P(x<X<x+Δx)=P(Δx)=F(x+Δx)–F(x). 

Разделим левую и правую части этого равенства на ширину выбранного 

интервала Δx: 
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Переходя к пределу при Δx→0, имеем: 
       

   xfxF
x

xF

x

xFxxF

x

xP

xxx
















 000
limlimlim . (4) 

 



Плотностью распределения вероятности (плотностью вероятности) 

непрерывной случайной величины Х называют предел отношения приращения 

функции распределения ΔF(x) к приращению аргумента Δx при условии, что 

Δx→0. Иначе говоря, плотность вероятности есть производная от функции 

распределения, равная:    
dx

dF
xFxf  . Иногда плотность распределения 

непрерывной случайной величины называют дифференциальным законом 

распределения. 

 

Рис. 3 

 

График функции y=f(x), изображённой на рис. 3, называют кривой 

распределения плотности вероятности. 

 

Свойства плотности вероятности 

1. Плотность вероятности f(x) – функция неотрицательная: f(x)≥0. 

Доказательство. Из того, что функция распределения F(x) неубывающая 

(см. свойство 2 функции распределения и свойства производной), следует 

F’(x)=f(x)≥0. 

 

2. Вероятность того, что непрерывная случайная величина Х в результате 

испытания примет свои значения из интервала (a, b), равна определённому 

интегралу от плотности вероятности f(x) в пределах этого интервала: 
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Это равенство доказывается на основании свойств функции распределения 

вероятностей F(x) – см. формулы (2) и (3). 

Тогда на основании геометрического смысла определённого интеграла 

можно заключить, что вероятность попадания случайной величины в интервал (a; 

b), [a; b), (a; b] или [a; b] равна площади криволинейной трапеции aABb, 

ограниченной графиком функции f(х), отрезком [a; b] и прямыми х=a и х=b, то 

есть: P(a<X<b)=Рab=SaABb (рис. 4). 
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Рис. 4 

 

3. Функция распределения непрерывной случайной величины может быть 

выражена через плотность вероятности по формуле 
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Доказательство. Действительно, на основании определения функции 

распределения, её свойств и формулы (5) имеем: 
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4. Несобственный интеграл в бесконечных пределах от плотности 

вероятности непрерывной случайной величины равен единице 
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Доказательство. Если случайная величина Х распределена на всей 

действительной оси, то, заменив верхний предел интегрирования в выражении (6) 

на +∞, получим выражение 101)()()()(  

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Выражение (7) называют условием нормировки плотности вероятностей 

для непрерывной случайной величины. 

На основании этого условия следует, что вероятность какого-либо события, 

связанного с непрерывной случайной величиной, нужно воспринимать как часть 

площади криволинейной трапеции, ограниченной графиком функции f(х) – долю 

единицы (см. рис. 5). Полная площадь под графиком функции f(х) при этом, 

согласно условию нормировки, равна единице. 

 

5. Вероятность того, что непрерывная случайная величина примет наперёд 

заданное значение а, равна нулю. 

Доказательство. На основании свойств определенного интеграла и формулы 

(5) имеем: 
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Это подтверждается и условием нормировки: площадь под графиком 

функции при таком условии равна нулю. 

 

Числовые характеристики непрерывной случайной величины 
 

Под математическим ожиданием непрерывной случайной величины Х, 

возможные значения которой принадлежат отрезку [a; b], понимают значение 

определённого интеграла: 

    

b
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где )(xf  – плотность вероятности. 

Замечание. Для непрерывной случайной величины, распределенной на всей 

действительной оси ОX, математическое ожидание может быть представлено 

следующей формулой: 
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Так же, как и для дискретной, для непрерывной случайной величины число, 

равное M(X)=μ, называется центром рассеяния её возможных значений. 
 

Дисперсией непрерывной случайной величины Х называется 

математическое ожидание квадрата её отклонения от математического 

ожидания:  2)()( XMXMXD  .  

Если непрерывная случайная величина Х принимает значения из отрезка [a; 

b], то её дисперсия может быть найдена при помощи определённого интеграла: 
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b
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где f(x) – плотность вероятности; μ=М(Х) – математическое ожидание 

непрерывной случайной величины. 

 

Если же непрерывная случайная величина распределена на всей 

действительной оси ОX, то дисперсия может быть представлена следующей 

формулой: 
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Среднее квадратическое отклонение непрерывной случайной величины – 

число, характеризующее среднюю величину рассеяния отдельных значений 

случайной величины относительно её математического ожидания, размерность 



которого совпадает с размерностью самой случайной величины. Среднее 

квадратическое отклонение равно квадратному корню из дисперсии: 

)(XD . (13) 

Эта величина имеет ещё одно название – стандартное отклонение. 

 

Законы распределения непрерывной случайной величины 
 

Равномерное распределение 
 

Непрерывная случайная величина Х, все возможные значения которой 

принадлежат отрезку [a; b], имеет равномерное распределение, если плотность 

её вероятности на этом отрезке постоянна f(х)=С: 
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Из определения следует, что событие, заключающееся в том, что случайная 

величина Х примет свои значения из данного отрезка, является достоверным и, 

следовательно: 
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откуда плотность вероятности равномерно распределённой на [a; b] 

случайной величины Х: 
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Графическое изображение плотности вероятности равномерно 

распределённой на отрезке [a; b] случайной величины представлено на рис. 5. 

Согласно определению плотности вероятности и условию нормировки (7), 

площадь под кривой равна единице: SaABb=1. 

 

Рис. 5 
 

Тогда, на основании свойства 2 и следствия 1 (формулы 5 и 6), функция 

распределения F(x) равномерно распределённой на отрезке [a; b] случайной 
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величины с постоянной плотностью вероятности f(x) может быть представлена 

равенством: 
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где ];[ bax , или 




















.

;

;

,1

,

,0

)(

bx

bxa

ax

ab

ax
xF  (17) 

Следовательно, если распределение случайной величины описывается 

условиями (14) и (17), то вероятность её попадания в некоторый интервал 

(х1; х2), принадлежащий [a; b], может быть определена как отношение длин этих 

отрезков: 

ab

xx
xXxP




 21

21 )( . (18) 

 

Показательное (экспоненциальное) распределение 
 

Рассмотрим области применения показательного распределения. 

1. Задачи, связанные с данными типа «время жизни». Причём это не следует 

связывать только с живыми объектами. В медико-биологических исследованиях 

это может быть продолжительность жизни больных при некоторых заболеваниях, 

в технике – продолжительность безотказной работы устройств, в психологии – 

время, затрачиваемое испытуемым на выполнение тех или иных тестовых заданий 

или выживаемость знаний. 

2. Задачи, связанные с массовым обслуживанием. Это могут быть интервалы 

времени, связанные с вызовом «скорой помощи», телефонными звонками и др. 

Непрерывная случайная величина Х имеет показательное 

(экспоненциальное) распределение с параметром t>0, если её плотность 

вероятности может быть описана формулой: 

  txettxf , , (x≥0). (19) 

Параметр t в ряде прикладных областей часто именуют «показателем риска». 

Иногда вместо параметра t используют параметр 
t

r
1

 , тогда выражение (19) 

имеет вид: 

  r

x

e
r

rxf



1

, , (x≥0). (20) 



Графически плотность вероятности показательного распределения с 

параметром t имеет вид (рис. 6): 

Рис. 6 
 

Функция показательного распределения F(x, t)=Р(Х<х) равна 
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От других экспоненциальное распределение отличается отсутствием 

последействия или «памяти», то есть справедливо выражение: Р(Х≥u+t)=Р(Х≥u) 

для любых u≥0, и t≥0, при условии, что Х≥t (иногда для этого выражения можно 

встретить запись: Р(Х≥u+t│Х≥t)=Р(Х≥u)). 

Поясним эту формулу на следующем примере. 

Пример. Пусть Х – время службы кардиостимулятора, и оно подчиняется 

показательному распределению. Тогда для некоторого кардиостимулятора, уже 

прослужившего время t1, вероятность прослужить дополнительное время t2 

совпадает с вероятностью прослужить время t2 для нового аналогичного прибора. 

Отсюда следует, что это соотношение как бы исключает износ и старение. 
 

Свойства показательного распределения 
 

1. Математическое ожидание случайной величины Х, имеющей 

показательное распределение с параметром t, равно: 

 
t

XM
1

 , (21) 

то есть это соотношение придаёт параметру t простой вероятностный смысл: 

r
t


1
 – это, например, среднее время между двумя вызовами врача на дом и т. д. 

2. Дисперсия случайной величины Х, распределённой по экспоненциальному 

закону с параметром t, равна: 

 
2

1

t
XD  . (22) 

При этом среднее квадратическое отклонение: 

 

 

 x 

f(x) 
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   
t

XDX
1

 . (23) 

Сравнивая (21) и (23), имеем: М(Х)=σ(Х). 

 

 

Закон нормального распределения непрерывной  

случайной величины (закон Лапласа–Гаусса) 
 

Этот закон теории вероятностей имеет фундаментальное значение при 

изучении случайных процессов. При помощи его описываются многие случайные 

величины в метрологии, биологии, медицине и др. 

Выдающимися математиками Муавром (1667–1754) и Ламбертом 

(1728–1777), а позднее Лапласом (1749–1827) и Гауссом (1777–1855) было 

доказано, что для некоторых непрерывных случайных величин вероятность dP 

попадания значений величины в малый интервал (x; x+dx) зависит не только от 

ширины этого интервала dx (что справедливо для равномерного распределения), 

но и от его положения относительно центра рассеяния µ. 
 

Закон распределения вероятностей непрерывной случайной величины Х 

называют нормальным, если функция плотности её вероятности описывается 

формулой Лапласа-Гаусса: 
 

2

2

2

2

1
),,()( 











x

exfxf . (24) 

Зависимость f(х)=f(х, σ, μ) говорит о том, что при нормальном распределении 

плотность вероятности зависит не только от значений, принимаемых случайной 

величиной Х, но и от параметров μ и σ. 

 

Свойства функции плотности вероятности нормального распределения 

1. Функция определена и непрерывна на всей числовой оси   ;x . 

2. Ось ОX является горизонтальной асимптотой для графика функции: 

0)(lim 


xf
x

, иными словами, по мере возрастания разности |х–μ| значения 

функции f(x) стремятся к нулю. 

3. Точка х=μ является точкой максимума графика функции, значение 

функции в этой точке равно 



2

1
)(


f . 

4. График функции симметричен относительно прямой х=μ (при отклонении 

значений случайной величины от центра рассеяния μ на одинаковые расстояния 

значения функции равны, то есть )()( xfxf   ). 
 

График функции плотности вероятности нормального закона распределения 

представлен на рис. 7. Он имеет колоколообразную форму, положение его в 

системе координат и форма зависят от параметров  и σ. 

 

 



Рис. 7 
 

Замечание. Отметим, что случайная величина Х подчиняется нормальному 

закону распределения, если: 

 она непрерывна; 

 наиболее вероятным её значением является среднее значение 

(математическое ожидание); 

 с ростом отклонения от среднего значения плотность вероятности для таких 

значений уменьшается; 

 значения, имеющие одинаковые отклонения от среднего в обе стороны, 

имеют одинаковые плотности вероятностей. 

 

Единичное нормальное распределение 

Частный случай, когда в выражении (24) параметр μ=0, а σ=1, называется 

единичным нормальным, или стандартным распределением. 

Функция плотности вероятности f(x)=f(х, σ, μ)=f(х, 1, 0)=φ(x) в этом случае 

имеет вид: 

2

2

2

1
)(

x

ex





 . (25) 

График функции φ(х) симметричен относительно оси ординат (рис. 8). 
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f(x) 

μ μ-Δx μ+Δx 



Рис. 8 

В отличие от (24), значения функции, представленные выражением (25), 

зависят только от одной переменной х, поэтому легко могут быть сведены в 

таблицу (а так как функция φ(х) – чётная, то в таблицу сведены только значения 

функции для положительных значений аргумента – см. Приложение I). 

 

Функция распределения 

Рассмотрим более простой случай – функцию нормального распределения 

для плотности вероятности, представленной выражением (25). На основании 

формулы (53) функция распределения может быть представлена выражением: 

    








x tx

dtedxxx 2
0

2

2

1


 . (26) 

Функция Ф0(x) обладает следующим важным свойством: 

Ф0(х)+Ф0(–х)=1, 

или 

Ф0(–х)=1–Ф0(х). (27) 

Оно вытекает из геометрических представлений вероятности (см. свойства 

плотности вероятности) и симметричности подынтегральной функции φ(х) 

относительно х=0 (см. рис. 8). 
 

Функция распределения непрерывной случайной величины Х, имеющей 

нормальное распределение, имеет вид: 

     
 











x xx

dxedxxfxXPxF
2

2

2

2

1





. (28) 

Произведя в подынтегральной функции замену переменной 





x
t , 

откуда dx=σdt, мы приходим к функции стандартного распределения вида (26): 

    






 
 











x
ФtФdtetTPxF
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00
2 )(
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1
2

, (29) 
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f x 0 1( )

3.53.5 x x 0 

φ(x) 

1 2 3 -1 -2 -3 

0,1 

0,2 

0,3 



значение интеграла (29) для соответствующего нормированного отклонения при 






x
t  может быть найдено из Приложения II. 

 

 

Вероятность попадания нормально распределённой 

случайной величины в заданный интервал 
 

 Вероятность попадания непрерывной случайной величины в некоторый 

интервал (х1; х2) может быть найдена по формуле: 

  






 








 
  





 1
0

2
021

2

1

)(
xx

dxxfxXxP

x

x

. (30) 

 Вероятность того, что отклонение нормально распределённой случайной 

величины Х от её математического ожидания μ по модулю не превысит 

некоторого заданного положительного числа ε, может быть найдена по 

формуле: 

  12 0 












XP . (31) 

Из таблицы Приложения II находим, что Ф0(0,7)=0,758036. Тогда: 

  .516072,01758036,02   xP  
 

 «Правило трёх сигм». Вероятность попадания значения нормально 

распределённой случайной величины в интервал μ±3σ является событием почти 

достоверным, равным 99,74%  (p≈1). 

 

Пример. Случайная величина Х имеет нормальное распределение с μ=3 и 

σ=2. Найти вероятность того, что Х примет свои значения:  

1) из интервала (2; 5); 2) Р(Х≥6). 

Решение. 

1. Используя формулы (27), (28) и Приложение II, имеем: 

          

    .5328,016915,08413,015,01

5,0115,01
2

32

2
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000000










 








 
 xP

 

2. На основании определения непрерывной случайной величины мы можем 

рассматривать лишь вероятность события Р(Х<х). Воспользовавшись свойством 

вероятности противоположного события, получим: Р(Х≥6)=1–Р(Х<6). 

Тогда     0668,09332,015,11
2

36
16 00 







 
XP . 

Пример. Случайная величина Х имеет нормальное распределение с 

математическим ожиданием μ=7 и дисперсией σ
2
=9. Найти границы интервала 

μ±ε, если известно, что вероятность попасть в него P(μ-ε<Х<μ+ε)=0,95 (то есть, 

при известном μ и σ необходимо найти числовое значение ε). 



Решение. На основании условия примера и (31), имеем: 

    95,012 0 












 XPXP . 

Откуда:  

95,195,012 0 












 

или  

975,0
2

95,1
0 













. 

По таблице Приложения II находим, что Ф0(х)=0,975 выполняется при 

х=1,96 или 96,1



. 

Откуда: ε=1,96∙σ=1,96∙3=5,88. Тогда границы интервала для Х можно 

записать: (7-5,88<Х<7+5,88) или (1,12<Х<12,88). 
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Приложение I 

Значения функции Лапласа 

(плотность единичного нормального распределения) 
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Замечания. 1. Для вычисления значения функции при отрицательных 

значениях аргумента используется соотношение )()( tt   . 

2. В Microsoft Excel для расчёта плотности единичного нормального 

распределения используется формула НОРМРАСП(x;0;1;ЛОЖЬ). 
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Значение стандартной функции распределения 

нормально распределённой случайной величины 
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Замечания 

1. Для вычисления значения функции при отрицательных значениях 

аргумента используется соотношение    xФxФ 00 1 . 

2. В Microsoft Excel для расчёта стандартной функции распределения 

нормально распределённой случайной величины используется формула 

НОРМСТРАСП(x). 


